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Pravdépodobnost, motivacni priklad

® Los loterie se prodava za cenu 2 EUR.

¢ 1 los z 1000 vyhrava 1000 EUR, ostatni nic. (Tim je dana hodnota losu po
losovani.)

¢ 7Za kolik mame prodat los pred losovanim?

¢ Za 2 EUR by ho koupil jen hlupak. (Nebo ne?)

¢ Hodnota losu pred losovanim je Wlool()()() = 1 EUR = priimérna hodnota po

losovani.

Na to je teorie pravdépodobnosti.

Otazka “Loterie”: Proc se presto kupuji losy a loterie funguji?


http://cmp.felk.cvut.cz

CAm ¢

4/40

Dosud jsme predpokladali, ze parametry pravdépodobnostniho modelu jsou
znamy. To je malokdy splnéno.

Priklad (Sportka): Na Sportce se normalné prodélava; jelikoz jsou vyhry
stanoveny podle poctu vyhercl, je vyhodnéjsi sazet jinak nez ostatni. K tomu
potrebujeme védét, podle jakého modelu sazeji ostatni.

Priklad (ruleta): U rulety se obé strany zajimaji, zda padaji vSechna Cisla se
stejnou pravdépodobnosti, presnéji, jak velké jsou odchylky od rovnomérného
rozdéleni. Ale jak to zjistit a jaké je riziko chybnych zavéri?

Na to je statistika.

Statistika poskytuje daleko vic: nastroj pro zkoumani svéta, pro hledani a
ovérovani zavislosti, které nejsou zjevné.
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® Pravdépodobnost: Pravdépodobnostni popis = budouci chovani systému.

Pravdépodobnost, statistika

e je teorie (nastroj) pro Gcelné rozhodovani v situacich, kdy vysledek
nahodnych jevi zavisi na okolnostech, které zname jen castecCné.

e Poskytuje model takovych systémil a slouzi jako nastroj pro kvantifikaci
vysledkd.

¢ Statistika: Chovani systému — pravdépodobnostni popis.

e je nastroj pro hledani a ovérovani pravdépodobnostniho popisu realnych
systém na zakladé jejich pozorovani.

e Poskytuje daleko vic: Nastroj pro zkoumani svéta, pro hledani a
ovérovani zavislosti, které nejsou zjevné.

e Dva typy: Popisna nebo inferencni statistika.
e Sbér, organizace a analyza dat.
e Zobecnuje z omezenych / konecnych vzorki.

e Odhad parametri, testovani hypotéz, atd.
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Nahodné jevy, pojmy

Nahodny pokus

Prostor elementarnich jevi je neprazdnd mnozina €2 vSech moznych vysledki
daného pokusu.

Elementarni jevy w € € jsou prvky prostoru elementarnich jevi (vysledky
pokusu).

Jevové pole A je tvoreno systémem vsech podmnozin prostoru elementarnich
jevi €.

Nahodny jev A € A je prvkem jevového pole.

Poznamka: pojem nahodného jevu byl zaveden proto, aby bylo mozné definovat
pravdépodobnost, rozdéleni pravdépodobnosti, atd.
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Pravdépodobnost, zavedeni

¢ Klasicka (P.S. Laplace, 1812. Dnes
se jiz nepovazuje za definici prav-
dépodobnosti, ale metodu odhadu
pravdépodobnosti)

Na
P(A) ~ ~

¢ Limitni (Cetnostni)

N
P(4) = lim

¢ Axiomaticka (Andreje Kolmogorova
1930)
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¢ () - prostor elementarnich jevi

¢ A - jevové pole

1. P(A)>0, Aec A
2. P(Q) =1.

Neformalne: Pokazdé, kdyz se uskutecni experiment, poskytne néjaky
vysledek.

3. Jestlize ANB =10, pak PLAUB) = P(A)+ P(B), A€ A, BeB.

Fine, T. (2014). Theories of Probability: An Examination of Foundations. Academic Press.

T¥i Kolmogorovovy axiomy nam nefikaji (neposkytuji): (a) Kde a kdy se maji pouzit; (b) Navody
nebo postupy pro vypocet pravdépodobnosti;(c) Vhled to podstaty ndhodnych procesi.
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Pravdépodobnost

je funkce P, ktera jeviim prifazuje Cisla z intervalu [0, 1] a splfiuje podminky

(P1) P(true) =1,

neN neN

(P2) P ( \/ An> = > P(A,), pokud se jevy A,, n € N, navzajem vyluCuji.

/ téchto podminek vyplyva:
¢ P(false) =0
¢ P(-A)=1-P(A),
¢ jestlize A C B, pak P(A) < P(B).

Poznamka: Pro korektnost je potreba, aby systém jevil splnoval urcité dalsi
podminky.


http://cmp.felk.cvut.cz

Odvozené vztahy
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¢ Jestlize A C B, pak P(B\ A) = P(B) — P(A).
Symbol \ oznacuje mnozinovy rozdil.

¢ P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

¢ Statisticka nezavislost: P(AN B) = P(A) P(B)

Slovy: Jevy A a B jsou nezavislé, kdyz znalost o vyskytu jevu A nadm nerika
nic o vyskytu jevu B.
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Sdruzena pravdépodobnost, marginalizace

¢ Sdruzena pravdépodobnost P(A, B), také nékdy oznacovanad P(A N B), je
pravdépodobnost, ze jevy A, B nastanou soucasné.

¢ Sdruzena pravdépodobnost je symetricka: P(A, B) = P(B, A).

¢ Marginalizace (neformalné séitaci pravidlo, ignoruje se proménna(é)):
P(A) =>_ P(A, B) umoznuje vypocitat pravdépodobnost jevu A ze
B

sdruzené pravdépodobnosti P(A, B) jako P(A, B) pres vsechny mozné
jevy B. Pravdépodobnosti P(A) se fikda marginalni pravdépodobnost.
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Kontingencni tabulka, marginalizace

Priklad — zavod v orientacnim béhu

Orienteering competition example, participants

12/40

- 0000
- 00T°0
- 00C0
- 00€0
- 00t'0
- 0050

- 0090

|

Age <=15| 16-25| 26-35| 36-45| 46-55| 56-65| 66-75| >=76] Sum
Men 22 36 45 33 29 21 12 2|  200|
Women 19 32 37 30 23 14 5 of 160
Sum 41 68 82 63 52 35 17 2l 360
Orienteering competition example, frequency
Age <=15| 16-25| 26-35| 36-45| 46-55| 56-65| 66-75| >=76] Sum
Men 0,061] 0,100 0,125 0,092| 0,081 0,058 0,033] 0,006 0,556
Women| 0,053 0,089 0,103] 0,083| 0,064 0,039 0,014 0,000 0,444
Sum 0,114 0,189 0,228/ 0,175 0,144 0,097 0,047| 0,006 1

0,300

0,200

0o |_ M I 1 1=

0,000 T T T T T T -
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Marginal probability P(Age group)

Marginal probability P(sex)
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Pouziti rozdéleni mnoziny na casti
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Kdyz se jevy A; vzajemné vyluCuji a rozdéluji zcela prostor jevil €, tj.

AinA;=0, forvig, | Ai=9,

potom
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¢ Mame pravdépodobnostni popis systému.

¢ Dostaneme-li dodatecnou informaci, Ze nastal jev B, zméni se nase znalost o
pravdépodobnosti jevu A na

an - "GP

coz je podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B.

¢ Je definovana pouze pro P(B) # 0.
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Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti
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P(true|B) = 1, P(false|B) = 0.

® Pokud A= \/ A, ajevy Ay, Ao, ... se navzajem vyluCuji, pak

neN

P(A[B) = ¥ P(A.|B).

neN

¢ Jevy A, B jsou nezévislé, pravé kdyz P(A|B) = P(A).

Pokud B = A, pak P(A|B) = 1. Pokud B = —A, pak P(A|B) = 0.

Jevy B;, © € I, tvori dplny systém jevi, jestlize se navzajem vylucuji a

\/ B; = true.
icl

Uplny systém jevli ma tu vlastnost, ze nastane pravé jeden z nich.
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Priklad: podminéna pravdépodobnost

Jeden hod kostkou. BB B B2 BB BB

Jaka je pravdépodobnost, ze padne ¢islo > 3 (jev A) za podminky, ze padlo liché
Cislo (jev B).

0 =1{1,2,3,4,56}, A={4,56}, B={1,3,5)
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Sdruzena a podminéna pravdépodobnost, priklad

Courtesy T. Brox

W XY =1)

pl¥
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Véta o uplné pravdépodobnosti

Necht B;, © € I, je tplny systém jevii a Vi € I: P(B;) # 0.

Pak pro kazdy jev A plati

=) P(B;)P(A|B;).

=y

18/40

Dukaz:

() )y

=Y P(BiANA)=>)» P(B;)P(A|B;).

=y €1
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(Thomas Bayes *1702 - 11761)
Necht B;, i € I, je Gplny systém jevi a Vi € I: P(B;) # 0.

Pak pro kazdy jev A spliujici P(A) # 0 plati

P(B;) P(A|B;)

P(Bi|A) = > . P(B;) P(A|B;)’

kde P(B;|A) je aposteriorni pravdépodobnost; P(B;) je apriorni

pravdépodobnost a P(A|B;) jsou znamé podminéné pravdépodobnosti jevu A,

kdyZz zname pozorovani B;.

Dakaz (s vyuzitim véty o uplné pravdépodobnosti):

_ P(BinA) __ P(B:) P(AIB)
P(B;|A) = P(A) 3., P(B)P(AB)
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Bayesova véta je zakladnim nastrojem strojového uéeni (rozpoznavani).
Zname (pozorujeme) jevy B;, kde i € I predstavuje rozdéleni prostoru jevi
na Casti. Predpokladejme, Ze nastane jev A. Bayesova véta dovoluje
optimalné odhadnout, ktery z jevli B; nastal.

Podminéné pravdépodobnosti P(A|B;) (nékdy se jim fika vérohodnosti) se
odhaduji pomoci experimentii nebo ze statistickeho modelu.

Kdyz zname podminéné P(A|B;), mizeme urdit aposteriorni
pravdépodobnosti P(B;|A), které slouzi k optimalnimu odhadu, ktery jev
z B; nastal.

K vypoctu aposteriorni pravdépodobnosti P(B;|A) musime znat apriorni

pravdépodobnosti P(B;).

Neformalné: aposteriorni o (apriorni X podminéné pravdépodobnosti) jevu
pri znamych pozorovanich.

Podobné definujeme podminéné rozdeleni nahodné veliciny, podminénou
hustotu spojité ndhodné veliciny apod.
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Opisme Bayesovu vétu z prisvitky 19

 P(B;) P(A|By)
P(Bi|A) = >.c; P(Bi) P(A|By)

Apriorni pravdépodobnosti je pravdépodobnost P(B;), ktera nevyuziva
znalost z pozorovani (experiment().

Vérohodnost (podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B;)
ohodnocuje kandidata na vystup méreni. Postupu hledani takového
ohodnoceni vystupu, které maximalizuje vérohodnost, se rika postup
maximalni vérohodnosti, zkracené ML postup.

Aposteriorni pravdépodobnost je pravdépodobnost jevu B;, kdyz se vezme
v tvahu pozorovani (méfeni). Postupu, ktery maximalizuje aposteriorni
pravdépodobnost, se rika postup maximalni aposteriorni pravdépdobnosti,
zkracené MAP postup.
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Nahodné jevy A, B jsou podminéné nezavislé za podminky C, jestlize

P(A A B|C) = P(A|C) P(B|C).

Podobné definujeme podminénou nezavislost vice jevil, nahodnych velic¢in apod.
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Nezavislé jevy
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Jevy A, B jsou nezavislé & P(ANB) = P(A) P(B).

Priklad

Jeden hod kostkou. Jevy A > 3, jev B liché Cislo. Jsou jevy nezavisl|é?

0 ={1,2,3,4,56}, A={4,56}, B={1,3,5)

P(A) = P(B) =
P(ANB) =P ({5}) = ¢
1 1 1
P(A)P(B) =55 =

P(ANB) # P(A) P(B) < jevy jsou zavislé.
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Nahodna velicina je libovolna funkce X : 2 — R, kde €2 je prostor
elementarnich jevi.

ProC byl zaveden pojem nahodné veliciny? Dovoluje pracovat s pojmy jako
distribu¢ni funkce, hustota pravdépodobnosti, matematické ocekavani
(stredni hodnota), atd..

Existuji dva zakladni typy nahodnych velicin:

e Diskrétni — maji spocitatelné hodnot. Priklady: vrhaci kostka, pocet
aut, které ulici projela za hodinu.
Diskrétni pravdépodobnost je dana P(X = a;) = p(a;), 1 =1, ...,
Z,L-p(ai) =L

e Spojité — hodnoty jsou z intervalu, tedy z nekonecného mnozstvi
hodnot. Example: vyska clovéeka.

Spojitd pravdépodobnost je dana distribucni funkci nebo hustotou
pravdépodobnosti.



http://cmp.felk.cvut.cz

CAm ¢

25/40

Distribucni funkce nahodné veliCiny

Distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X je funkce F': X — [0, 1] je definovana
pomoci F(x) = P(X < x), kde P je pravdépodobnost.

Vlastnosti:
1. F(x) je neklesajici funkce, tj. pro V dvojici x1 < xo plati F'(x1) < F(x3).

2. F(X) je zprava spojita, tj. plati lim F(x + h) = F(x).

h—0T

3. @ Pro kazdou distribu¢ni funkci plati lim F(x)=0a

r—r— 00

lim F(x) = 1. Zapsano zkracené: F'(—o0) =0, F(oc0) = 1.
Tr—r o0

¢ Jestlize jsou mozné hodnoty F'(x) z intervalu (a, b), pak F'(a) = 0,
F(b) =1.

Kazdou funkci splnujici predchozi tfi vlastnosti mizeme pokladat za distribucni

funkci.
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Spojita distribucni funkce a hustota

¢ Distribuéni funkce F' se nazyva absolutné spojita, jestlize existuje nezaporna
funkce f (hustota pravdépodobnosti) a plati

F(z) = / f(u)du pro kazdé x € X.

¢ Hustota pravdépodobnosti splnuje )
J(x)

j/“Dfo)dx::Zl. /////f\\\\\\\\\‘
— 00 Area = 1 X

¢ Existuje-li derivace F'(x) v bodé x, potom F'(z) = f(x).

® Proa,b e R, a <bplati

b
P(a<X<b)=/ f(x)dx = F(b) — F(a) .
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Priklad, normalni rozdéleni
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F(x)

14
0.8

0.6

2 4
X

Distribu¢ni funkce Hustota pravdépodobnosti
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Otazka 1: Jaka je pravdépodobnost, ze zmérena teplota je presné 31.5°C?

Odpovéd 1: Tato pravdépodobnost je nula v limité.

Otazka 2: Jaka je pravdépodobnost, ze mérena teplota je v intervalu mezi

30°C and 31°C?

Odpovéd 2: Tato pravdépodobnost je dana plochou pod hustotou
pravdépodobnosti (také funkce hustoty pravdépodobnosti), coz je zhruba
0,09 podle odhadu z obrazku vyse.
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Zakon velkych cisel
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Zakon velkych Ccisel rika, ze pri velkém poctu nezavislych pokusii je mozné témér
jisté oCekavat, ze relativni Cetnost se bude blizit teoretické hodnoté
pravdépodobnosti.

Jakob Bernoulli, Ars Conjectandi: Usum & Applicationem Praecedentis Doctrinae
in Civilibus, Moralibus & Oeconomicis, 1713, Chapter 4.
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Matematické ocekavani, téz stredni hodnota

¢ (Matematické) ocCekavani = priimérna hodnota pravdépodobnostniho

rozdéleni.
¢ Spojita definice: E(z) = p= [ x f(x)dz.

¢ Diskrétni definice: E(x) = pu=>_ = P(x).

® Octekévani Ize odhadnout z fady vzorkd pomoci E(x) &~ ~ >_ x;. Odhad se
i

stane presnym, kdyz N — oo.

@ Ocekavani pres vice proménnych: E.(x,y) = [ (x,y) f(z) dz

— OO

® Podminéné olekavani: E(x|y) = [ = f(zly) dz.

— 0
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Zakladni charakteristiky nahodné veliCiny

Spojité rozdéleni
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Diskrétni rozdéleni

Matematické ocekavani
O

E@)=p= [ zf(z)de
k-ty obecny moment

E(a*) = [ " f(z) dz

k-ty centralni moment
@)

o= [ (@ - E@)* f()de

— o0

Rozptyl, disperze, 2. centralni moment
©.@)

D)= [ (¢ — ) f(x) da

— OO

Standardni odchylka o(xz) = \/D(x)
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Centralni limitni véta poskytuje pravdépodobnostni popis vybérovych primeri,
které byly vytvorena z priimérl nekonecného poctu ndhodné vybranych vzorki o
velikosti IV z rodicovske populace. Centralni limitni véta dovoluje predpovédeét
pravdépodobnostni charakteristiky nezavisle na rozdéleni rodicovské populace.

1. Stredni hodnota populace vybérovych priméri (tj. ktera vznikne
z vybérovych priméri o IN vzorcich nahodné vybiranych z rodicovské
pouplace), se rovna stredni hodnoté rodicovské populace.

2. Standardni odchylka populace vybérovych primeéri se rovna standardni
odchylce rodicovské populace délené druhou odmocninou velikosti vzorki V.

3. Pravdépodobnostni rozdéleni vybérovych priimeérii se bude blizit normalnimu
(gausovskému) rozdéleni s rostouci velikosti N vybiranych vzorkd.


http://cmp.felk.cvut.cz

Centralni limitni véta (2)
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¢ Disledkem Centralni limitni véty je
skutecnost, ze po prlimérovani méreni urcité
veliciny se pravdépodobnostni rozlozeni
téchto priiméru bude blizit normalnimu

Gaussian or
"normal"

(gaussovskému) rozdélent. distrbution

¢ Uvazujme mérenou veli¢inu slozenou

z nékolika dalsich nekorelovanych velicin,

které jsou zatizeny sumem riiznych rozdéleni. | 00135 ><71359].3413 3413,

v 7 v 7 v 7 e -30 -20 -0 [IJ o 20 3o
Pravdépodobnostni rozdéleni slozené veliCiny X

se bude blizit k normalnimu rozdéleni, kdyz
bude nariistat pocet veliCin tvoricich
slozeninu.

¢ Dusledkem Centralni limitni véty je tudiz i
casty vyskyt normalniho rozlozeni tykajicich
se meéreni.
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Centralni limitni véta (3), applikacni pohled

® Pro aplikace je podstatné, Ze neni potfebné generovat velké mnozstvi
nahodnych vybéri. Staci poridit jediny dosti velky ndahodny vybér a diky
centralni limitni vété vime, jaké je rozdéleni vybérovych primerd, aniz je
musime generovat.

¢ Co lze povazovat za dostatecéné velky vyber? Zalezi na aplikaci. Ve statistice

byva povazovano za dolni hranici 30-50 pozorovani. Vzpomente na vzorky
kolem 1000 respondentil v odhadech volebnich vysledku.

¢ Mira nejistoty hodnoty parametru populace (zde jsme mluvili jen o priméru)
se vyjadruje intervalem spolehlivosti. Viz ucebnice statistiky.
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Statisticky princip filtrace Sumu
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Uvazujme skoro nejjednodussi statisticky model sumu v obraze.
Necht je kazdy pixel obrazu zatizen nahodnym aditivnim Sumem:
¢ statisticky nezavislym,
¢ s nulovou stfedni hodnotou 1,

¢ smérodatnou odchylkou o.

Méjme ¢ realizaci, 1 = 1,...n. Odhad spravné hodnoty je

gl+...—|—gn+yl—|—...—|—yn
n n '

Vysledkem je ndhodna velicinas /' =0 a o’ = o/+/n.

Predchozi ivaha ma oporu v teorii pravdépodobnosti, a to ve velmi silné a obecné
Centralni limitni véte.
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Nahodné vektory

® Pojem “nahodny vektor” rozsiruje pojem “ndhodné Cislo”. Nahodny vektor X
je (sloupcovy) vektor, ktery prirazuje nahodné veli¢iny x1, . .., x, vysledkim
pokusu, tj. elementarnim jevim w € (2.

¢ Uvazujme nihodny vektor X = (21,29, ...2,) . Distribuéni funkce a
hustota pravdépodobnosti se rozsiti takto

e sdruzena distribu¢ni funkce

Fx(z) =P (X1 <z)N(Xo<z2)N...0 (X, <))

e sdruzena hustota pravdépodobnosti

o (9an(£17)
- 0x10x5...0x,

fx(z)
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Jednodussi characteriristiky nahodnych vektori, @
stredni vektor, kovariancni matice

¢ Méjme na paméti, ze ndhodny vektor plné charakterizuje jeho sdruzena
distribucni funkce nebo sdruzena hustota pravdépodobnosti.

® Podobné jako u ndhodnych proménnych je praktické pouzivat jednodussi
popisné charakterisitiky nahodnych vektori jako

e Vektor stredni hodnoty (matematického ocekavani)
E(X) = (E(z1), E(z2), ..., E(zs)) " = p= (1,2, ptn) '

e Kovariancni matice (Zobecriuje pojem rozptylu do vice dimenzi.)

S (i, k) = cov(X) = B(X — ) (X — ) T) =
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Kovariancni matice naznacuje podobnost, jakou se méni kazda mozna
dvojice prvki nahodného vektoru (jinak, jak se spole¢né méni; angl. co-vary).

Kovariancni matice ma nékolik dilezitych vlastnosti

o Kovarianéni matice je symetricka (tj. ¥ = X ") a je pozitivné
semidefinitni, coz znamena, ze £*Mx > 0 pro vsechna xz € C.
Znaceni ™ znamena komplexné sdruzené Cislo k Cislu x.

e Kdyz se x; a xj obé zvétsuji, potom c;; > 0.

e Kdyz x; klesd a soucasné x;, roste, potom c;;. < 0.
e Kdyz jsou x; a x nekorelované, potom ¢;. = 0.

e |cik| < 02, kde o; je standardni odchylka x;.

e ¢;; =07 = D(x;).

2

Prvky kovariancni matice se mohou vyjadrit jako ¢;; = o and

Cik = Pik 0; Ok. Veli¢iné p;;. se rika korelacni koeficient.
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Prvky kovariancni matice, graficka ilustrace

Xy X Ay

X,
C =00y Cu=0
Pu=-1 Pu=0
X X

C=00,
Pu—+1
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¢ p-kvantil @,

P(X<Q,)=p
¢ Median je p-kvantil prop = 0,5

P(X <Q,) =0,5

Poznamka: Median se pouziva jako nahrada stredni hodnoty v robustni
statistice.
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