(Vzajemna) Korelace , Cross Correlation [wikipedia.org]

Korelace ur€uje podobnost tvaru dvou signalt. Pokud jsou veli€iny korelované, zaviseji na sobé -> jsou si
podobné. Jeji vypocet se provadi skalarnim soucinem (tj. nasobi se pfislusné vzorky signalu a nasobky se
sectou). Proto se hovofi i o "sliding dot product".
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Diky uvedenym vlastnostem se korelace vyuzZiva pro zpracovani signalu - ziskany signal se skalarné nasobi
hledanym signalem (filtr, konvolu€ni jadro ...) a €¢im je vétSi odezva, tim je vétsSi pravdépodobnost, Zze v signalu
je hledany tvar (napf. hrana). Svym zplsobem se jedna o srovnavani se vzorem.

Hodnota v bodé (€asu/vzorku) n se uréi nasobkem signalu g v tomto bodé a okoli, které je uréeno filtrem .
(f # )[n] = 2 flm] gln +m] (1)

Nasleduje ukazka pro sinusovy prabéh posouvajiciho se signalu (Cerveny) a vzoru (modry). (Korelaci odpovida)
Plocha dana jejich nasobky v danych €asech (oranzové usecky od ¢asové osy) je Umérna jejich podobnosti.
"Znaménko" plochy ur€uje zda jsou orientovany souhlasné, nebo inverzné. (funkce sin je pouzita pro ukazku
pro jeji znamost a jednoduchost. Misto signal2 je mozné uvazovat filtr)
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Korelace, kovariance

Korelace tedy urCuje vztah (miru podobnosti) mezi dvéma signaly (veli€¢inami). Jsou-li dva signaly/veli€iny
korelovany, znamena to, Ze jsou si podobné (podminky viz matematika).

VysSe uvedeny vzorec (1) pro korelaci, jak je vyuzivany ve zpracovani signalu, je velice jednoduchy (pro
omezeny signal a znamy tvar filtru je postacujici). Pro statistické veli€iny je udavan korelaéni koeficient, ktery
udava miru shody veli¢in preciznégji - pouziva normalizaci veli€in pro (vypoclty pouze pro) stfidavou sloZzku a
normalizaci na jeji velikost (tj. pro podobnost nerozhoduje superpozice na stejnosmérny signal ani nasobeni
konstantou). Vysledek pouziti korelacniho koeficientu nabyva hodnoty 1, pokud jsou signaly imérné, nabyva-li
hodnoty -1 jsou nepfimo umérné. (napf. dvé rostouci posloupnosti a posloupnost klesajici a rostouci).

Velikost korelaéniho koeficientu se stanovi pomoci vzorce:
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V (itateli je tzv. kovariance, kdy dochazi pouze k odstranéni stejnosmérné slozky signalu. (Zjednodusené se
da Fici, ze ur€uje linearni zavislost signalt ( kladné=souhlasné (napf. oba rostouci), zaproné=inverzni, malé =
nezavislé) - neplati pro nahodné signaly).

Hodnoty ve jmenovateli slouzi pro normalizaci na velikost signald.

Korelacni vzorec pro zpracovani dvourozmérného signalu pfi zpracovani obrazu vychazi z vySe uvedeného (a
je podobny konvolutornimu jak uvidime pozdéji) - korelace neprovadi normalizaci a neni centrovana. Vysledek
udava miru shody mezi vstupnim signalem a korelaénim jadrem (filtrem).
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Napriklad vysledek dvou sinusovych signalt z nichz jeden se bude posouvat bude davat hodnoty od -1 do 1
podle vzajemného posunu.

Jelikoz je tvar filtru konstantni, neni nutné pouzivat vyrazy ve jmenovateli. Jelikoz filtr volime, snazime se, aby
mél nulovou stfedni hodnotu. Velikost odezvy potom zalezi na podobnosti signalu s tvarem filtru a na velikosti
signalu, coz muze byt uzite€na informace.

Indexace vzorku

Vysledek filtru se vztahuje k urcité pozici filtru. Je-li napfikllad filtr tvaru 1,1, -1,-1, je vysledna pozice mezi
druhym a tfetim vzorkem - vysledek je oviem nutné uloZit do pole indexovaného celymi Cisly, a proto dochazi
(minimalné) k posunu vysledku o polovinu periody. Lepsi je tedy lichy poc¢et vzorka 1,1,0,-1,-1, kde se vysledek
vztahuje ke stfednimu indexu.

PFi zpracovani €asovych signall je nevyhodou to, Ze musime pockat az na posledni hodnotu (tj. ma-li filtr
délku 5 jako ve vySe uvedeném pfikladu, je potfebné pockaz na vSech pét vzorku - vysledek tedy dostavame
s poslednim vzorkem, ale vztahuje se k pozici o dvé periody dfive). U zpracovani 2D obrazu tato nevyhoda



odpada, protoze mame cely signal k dispozici a mlze tedy pracovat s celym okolim bodu pro néjz pocitame
vysledek (tedy i s body, které by u ¢asového pribéhu byly "v budoucnosti").

Autokorelace

Zjisténi periodickych "podobnosti" pro jeden signal. Signal se koreluje sam se sebou (pro rizné posuny).
Vysledek udava miry shody pro rlizna posunuti.
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Konvoluce (stru¢ny uvod)

Korelaéni vzorec vyuzivany pro zpracovani obrazu je podobny vzorci pouzivanému v teorii signalt pro
konvoluci. Stejné jako u korelace je pfi zpracovani pomoci konvoluce vysledek ziskany pomoci aplikace
konvolucniho jadra na vstupni signal/obraz. Konvolu¢ni jadro je pfi zpracovani obrazu realizovano filtrem
aplikovanym na obraz. Rozdil je v tom, Ze pouzivané konvoluéni jadro je "otoCené". U korelace probiha signal

i filtr ve stejném sméru (podle toku "¢asu"). U konvoluce mizeme vychazet z Gvahy, ze pro soucasny bod
pocitdme hodnotu odezvy z hodnot signalu v minulosti. S tim, Ze nedavné/posledni hodnoty vstupu se uplatfiuji
kratkou dobu a tedy na né aplikujeme hodnoty z po&atku asové (impulzové) odezvy, drivéjsi asové hodnoty
(dale od soucasnosti) jsou ovlivnnovany hodnotou ¢asové odezvy s vyS$Si hodnotou €asu - z tohoto duvodu je

konvolutorni filtr "oto&eny" (oproti impulzové odezve).
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Konvoluce v teorii signalu
Konvoluce je zakladni mechanizmus pfi praci se signaly a systémy. Rika, jak je (vstupni) signal modifikovan
systémem. Konvoluci nazyvame proces vypoctu i/nebo vysledek.



Predpokladame linearni systém.
Mechanizmem konvoluce se vytvafi odezva na vstupni signal.
Prijde-li na vstup systému signal, na vystupu se objevi odezva odpovidajici reakci systému na dany signal.

Pro nasledujici demonstraci ukazky konvoluce (signal+systém->signal) pouzijeme systém druhého fadu s
dvojnasobnou ¢asovou konstantou. Vstup pro jednoduchost omezime na jednotkové pulzy.

Zakladni (impulsovou) odezvu si mizeme predstavit jako reakci systému na jednotkovy impuls (v Case nula).
Vstup je puls (realizujici vynuceny pohyb soustavy), v nasledujicim ¢ase uz se jedna o reakci soustavy na
vstupni signal (tj. vlastni pohyb soustavy).

Vstupem muze byt napfiklad prichod umpulsu tepla télesem - maximum se objevi po urcité dobé (prichod) a
nasledné se vrati (ochladi okolim) k puvodni hodnoté.
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Continuous-time transfer function.
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Predpokladejme, ze na vstup pfijdou tfi pulsy s Casovym zpozdénim. Kazdy vyvola v soustavé odezvu.
Soustava ma vlastni vyvoj zavisly na minulych vstupech, novy vstup zplsobi novou reakci, ktera se pfida

ke stavajicimu vyvoji soustavy (pfipominam linearni chovani) a vysledkem je vlastni pohyb, ktery je reakci na
vSechny pfedchozi vstupy.



tfi vstupni pulsy, jejich odezvy a celkova odezva (soucet)
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Na feSeni pribéhu se mizeme podivat i "z druhé strany". Tj. zeptat se jaky je vystup v daném okamziku.
Odpovédi je, ze vystup v daném okamziku je soucet odezev od vSech minulych vstupl po Case, ktery uplynul
mezi pusobenim vstupu a danym okamzikem.

Zajima-li nas (pro vySe uvedeny pfiklad) vysledek v Ease 4s, jedna se o pfispévek impulsu z ¢asu nula po Case
4s, prispévek impulsu v ¢ase 1 po tfech sekundach a impulsu v ¢ase 2 po Case 2 sekundy.

K vysledku dojdeme tak, Ze si mGzeme predstavit situaci, Ze v ¢ase 4 polozime zpétné impulsovou
charakteristiku. Tim ziskame informaci o tom, jakou vahou se impuls, ktery pfiSel v daném ¢ase nasobi.

V nasledujicim obrazku vidime v ¢ase 4s prispévky od pulsli z ¢asu 0,1 a 2s, které davaji hodnotu celkové
odezvy v daném &ase. Velikost je dana opacné poloZenou impulzni charakteristikou.



vytovieni hodnoty v ¢ase 4 z jednotlivych odezev pulsu v éasech 0,1,2
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Pozn.: VySe uvedeny princip si miiZzeme predstavit i pomoci nasledujiciho pfipadu. Stojime na konci ulice v niz
sviti pouliéni osvétleni (zdroje). Jas v misté ve kterém stojime je roven souctu pfispévku osvétleni jednotlivych
zdroju (svétlo klesa s kvadratem vzdalenosti). Podivame-li se na zdroje z naseho mista, uvidime, Ze jejich jas
se (s kvadratem) vzdalenosti snizuje. Pro zjisténi jasu v daném misté jsou tedy mozné dva pfistupy - vyslat
svétlo ze zdroju a vysledek v daném misté secist, nebo v daném misté zjistit jak jasné se jevi jednotlivé zdroje a
jejich pFispévky sedist.

Matematicky vypocet pro zjisténi vystupni hodnoty dané konvoluci se nazyva konvoluéni (konvolutorni) integral.

T T
V(T) = (uxg)(T) = / u(T —1).g(t)dt = / u(t). g(T —1) dt
0 0

g(t) se nazyva konvolu¢nim jadrem.

Nebo-li : vystupni hodnota y v €ase T se zjisti jako soucCet (integral) jednotlivych pfispévkl vstupl u, které se
vyvijely v €ase podle pfedpisu daném impulsni charakteristikou g(t) - doba plsobeni odezvy vstupu u(T-t) z
Casu T-t je t proto se pouzije hodnota g(t).

Prvni integral fika, Ze se vydavame zpétné od sou€asného vstupu k pocatku (u(T-t) pro t=0 az T je u(T) at u(0)).

Zaroven hodnotu vstupu nasobime hodnotou g(t). Pro u(T) je hodnota g(0) a pro u(0) je hodnota g(T) - €as v
g(t) bézi tedy v opacném sméru jako u vstupu (ij. "oto€ena" impulsni charakteristika v obrazku).

U druhého integralu prochazime vstupni signal od po&atku a uplatfiujeme odezvu od tohoto bodu do daného
Casu. Impulsni charakteristika je opét "pozpatku" v €ase t=T je g(0) a v €ase t=0 je g(T).



Na rozdil od asovych pribéhl zpracovavanych v realném ¢ase, mize u zpracovani obrazu sbyt konvoluéni
jadro i v zapornych hodnotach vuci bodu, ve kterém pocitame odezvu.



